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ОСОБЛИВОСТІ ВИЗНАЧЕННЯ КООРДИНАТ ТОЧКИ ФЕРМА-

ТОРРІЧЕЛЛІ ДЛЯ РІВНОБЕДРЕНИХ ТРИКУТНИКІВ 

FEATURES OF DETERMINING THE COORDINATES OF THE 

FERMAT-TORRICELLI POINT FOR ISOSCELES TRIANGLES 
 

Анотація. У роботі з використанням методів математичної 

оптимізації та аналітичної геометрії встановлена формула для 

визначення координат точки Ферма-Торричели. Універсальна аналітична 

формула визначення координат точки Ферма-Торрічеллі для довільного 

трикутника на теперішній час не знайдена. Але рішення можливо 

отримати для симетричного рівнобедреного трикутника. 

Ключові слова: координати точки Ферма-Торрічеллі, 

нерівнозваженні вершини трикутника, мінімізація транспортної роботи. 
 

Summary. In the article, using the methods of mathematical optimization 

and analytical geometry, the formula for determining the coordinates of the 

Fermat-Torricelli point is established. To date, a universal analytical formula 

for determining the coordinates of the Fermat-Torricelli point of an arbitrary 

triangle has not been found. But the solution can be obtained for a symmetrical 

isosceles triangle. 

Key words: coordinates of the Fermat-Torricelli point, unequally 

weighted triangle vertices, minimizing transport work. 

 

В 1636 році П’єр Ферма запропонував задачу в якій для трьох 

заданих точок необхідно знайти таку четверту точку, сума відстаней від 

якої до трьох заданих є найменшою. Дослідження Е. Торрічеллі, В. 

Вавіані, Б. Кавальєрі, Т. Сімпсона дозволили знайти та обґрунтувати 

геометричні розв’язки цієї задачі [1-3]. Вони зводяться до необхідності 

побудувати на сторонах заданого трикутника зовнішніх правильних 

трикутників (рис. 1). Якщо навколо побудованих правильних трикутників 
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описати кола, то їхній перетин визначить оптимальну точку Т (точку 

Ферма-Торрічеллі). В 1750 р. Т. Сімпсон довів, що відрізки АА', ВВ', СС' 

також перетинаються в оптимальній точці Т. В 1834 р. Ф. Хайнен показав, 

що довжини цих відрізків дорівнюють сумі відстаней від точки Ферма-

Торрічеллі до вершин даного трикутника. 

АА' = ВВ' = СС' = ТС + ТВ + ТА 

∠ ВТС = ∠ ВТА = ∠ СТА = 120° 

Для знаходження оптимальної точки достатньо побудувати любі дві 

з зазначених вище ліній. Якщо один з кутів трикутника більше або 

дорівнює 120°, то відповідна вершина є оптимальною точкою. 

При знаходженні координат оптимальної точки, одержуємо систему 

неалгебраїчних рівнянь. Незважаючи на майже чотирьохсотрічну історію 

задачі, не знайдені зручні формули для знаходження координат точки Т. 

Це ускладнює проведення досліджень, складання економіко-математичних 

моделей та оптимізації логістичних схем. Знаходження координат 

оптимальної точки Ферма-Торрічеллі залишається актуальною задачею. 

Для деяких видів трикутників можна підібрати систему координат і 

знайти координати точки Ферма-Торрічеллі. Розглянемо рівнобедрений 

трикутник з центром системи координат в середині основи і напрямком 

вісі ОХ вздовж висоти (рис. 2). 
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Рис. 1. Геометричне знаходження оптимальної точки Ферма-Торрічеллі 

 

Розглянемо рівнобедрений трикутник з основою СВ = ɑ; та висотою 

ОА = h. Очевидно, що при такому виборі системи координат точка Т 

знаходиться на вісі ОХ і залишається знайти одну координату. Для 

довільної точки Т (x; 0) сума відстаней до вершин трикутника дорівнює: 

 (1) 

Прирівнюємо похідну до нуля і знаходимо координати оптимальної 

точки: 

 (2) 

( )xh
4
ax2xF
2
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Рис. 2. Схема для визначення координат точки Ферма-Торрічеллі 

 

Для рівнобедреного трикутника точка Ферма-Торрічеллі лежить на 

висоті на відстані 
 
від середини основи. Слід зазначити, що ця 

відстань залежить тільки від величини основи і не залежить від висоти 

трикутника. Для наглядності побудуємо графік функції (1). Графік (рис. 3) 

має асимптоту y = x + h . 

Графік побудований для h=2a. При меншому або більшому значенні 

висоти, графік функції та його асимптота мають однакову форму, 

змінюється тільки їх висота. Найменша сума відстаней дорівнює  

при . На проміжку х ϵ [0; 2a/3] сума залишається меншою , 

а при x> 2a/3 зростає пропорційно збільшенню x. 

Запропонований метод можна застосувати у випадку, коли вершини 

трикутника нерівнозважені. Прикладом такої задачі є пошук оптимального 

розміщення переробного підприємства, на яке з точок С; В; А надходять 

різні об’єми сировини [3].  

63aх =

23ah +

63aх = ah +
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Рис. 3. Зміна суми відстаней до вершин трикутника при віддаленні точки Т від 

середини основи 

 
Розглянемо випадок, коли з точки А надходить об’єм сировини QA = 

K·Q, де Q = QC = QB – об’єм сировини, що надходить з точок С і В. В 

такому випадку необхідно знаходити мінімум функції яка визначає об’єм 

транспортної роботи 

 (3) 

Прирівнюємо похідну до нуля і знаходимо координату оптимальної 

точки Т 

( )xhK
4
ax2xF
2

2 -++=)(



International Scientific Journal “Internauka” https://doi.org/10.25313/2520-2057-2023-8 

International Scientific Journal “Internauka” https://doi.org/10.25313/2520-2057-2023-8 

 (4) 

Легко переконатися, що при К = 1, формула (4) дає значення, що 

співпадає з формулою (3). Для нерівнозважених вершин трикутника, 

координата оптимальної точки також не залежить від висоти трикутника 

(віддалення вершини А від основи). Вона залежить від основи (ɑ) та 

коефіцієнта перевищення об’єму сировини для вершини А, К = QA/Q. 

При К<1, одержуємо значення . Наприклад, якщо К = 0,5 

знаходимо . При цьому кут ∠ ВТС ≈ 151° (більше 

120°, що відповідає К = 1). Якщо К>1, то  (∠ВТС < 120°), 

оптимальна точка T наближається до вершини А. 

Для нерівнозважених точок трикутника геометричні методи 

знаходження оптимальної точки Ферма-Торрічеллі не спрацьовують. 

Єдиним методом є використання моделі. На площині в деякому масштабі 

будують трикутник АВС. В вершинах роблять отвори і пропускають 

шнури, які зверху зв’язують. До нижніх частин шнурів прив’язують ваги, 

пропорційні об’ємам перевезень QA; QВ; QС. При вільному переміщенні 

шнурів врівноважене положення вузла відповідає розміщенню 

оптимальної точки. При проходженні вузла в один з отворів, відповідна 

вершина є оптимальною точкою. Досліди на різних фізичних моделях 

показують, що вершина трикутника буде оптимальною точкою, якщо 

відповідна вага буде дорівнювати сумі двох інших. 

З формули (4) випливає, що при К → 2, 𝑥 → ∞ - може стати більшим 

любого значення h. Звідки випливає, що вершина А може стати 

оптимальною при К<2. Підставляємо в формулу (4) значення x = h і 

знаходимо К: 

2T
K42

aKX
-

×
=

63aхT <

a1290152aхT ×»×= ,/

63aхT /×>
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(5) 

З формули (5) випливає обернена залежність, при h → ∞; К → 2. 

Тобто, чим більш віддалена від основи вершина А, тим більше значення К 

= QA/Q, при якому ця вершина є оптимальною точкою. При  

(трикутник рівносторонній) . Вершина А стає оптимальною 

при умові, що QA на 73% перевищує Q = QC = QB. Якщо h=a /2, то 

. При  (кут при вершині А дорівнює 120°) К = 1. 

Якщо, h=a, то ; якщо h=2 a, то К ≈ 1,94 (∠А ≈ 28°; ∠С = 

∠В ≈ 76°). На рис. 4 наглядно показаний характер зміни коефіцієнта К при 

збільшенні h. 

 
Рис. 4. Зміна коефіцієнта К при збільшенні висоти рівнобедреного трикутника 

 
Проведеними дослідженнями показано, що вершина трикутника 

може бути оптимальною точкою при К<2. Чим менше висота трикутника, 

тим при меншому значенні К вершина А може бути оптимальною точкою. 

Якщо ∠А більше 120°, то достатньо навіть значень К<1. 

4
ax

h2K
2

2
A

+

×
=

23ah /×=

7313K ,»×=

4112K ,»×= 63ah /××=

791580K ,, »××=
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Проведені дослідження дозволили уточнити деякі положення, 

пов’язані з оптимальною точкою Ферма-Торрічеллі: 

- знайти координату оптимальної точки для рівнобедреного 

трикутника; 

- показати характер зміни суми відстаней до вершин трикутника для 

різних точок його висоти; 

- знайти координату оптимальної точки для нерівнозважених вершин 

трикутника; 

- показати, що вершина трикутника може бути оптимальною точкою 

при К<2 (а іноді К<<2); 

- показати характер зміни транспортної роботи для нерівнозваженні 

вершин трикутника. 

На рис. 5 показаний характер зміни сумарної транспортної роботи 

(К=2) для різних точок висоти трикутника. 

 
Рис. 5. Зміна сумарного об’єму перевезень при двократному перевищенні QA = 2Q 

 
При переміщенні точки звезення з початку координат до вершини А 

об’єм перевезень знижується на 30%. Порівняння графіків на рис.3 та рис.5 

показує, що для нерівнозначних вершин трикутника характер зміни 

сумарної транспортної роботи радикально змінюється. 
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З проведених досліджень можна зробити висновок про різні 

закономірності розміщення оптимальної точки Ферма-Торрічеллі для 

рівно- та різнозважених вершин трикутника. 

Якщо точки рівнозважені, то координати оптимальної точки T не 

змінюються при віддаленні вершини А. При  завжди 

 (∠А менше 120°). При  кут при вершині А стає ≥ 

120° і ця вершина є оптимальною точкою T. 

Якщо точки різнозважені, то довільна точка висоти трикутника x ϵ (0 

; h] може бути оптимальною при відповідному значенні 

. При збільшенні К від 1 до  координата оптимальної точки 

збільшується від  до  (співпадає з вершиною А).  

При К ϵ (0 ; 1]; .  

Якщо , то кут при вершині А ≥ 120°, але при 

 оптимальною буде не вершина А (як при К=1), а 

внутрішня точка висоти. 

Дане дослідження планується продовжити у напрямку більш 

детального вивчення зміни обсягу транспортної роботи для різних типів 

трикутників. Планується дослідити вплив змін положення та ваги вершин 

трикутника на координати точки Ферма-Торрічеллі. Виконуються 

дослідження щодо визначення координат Ферма-Торрічеллі для чотирьох і 

більше вихідних точок [4]. 
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