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АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ ОЦЕНОК ВЫБОРА НА НЕСОГЛАСОВАН-

НЫХ МАТРИЦАХ СУБЪЕКТИВНЫХ СУЖДЕНИЙ 

 

Аннотация. Рассмотрены причины появления погрешностей при прове-

дении вычислений согласно методу анализа иерархий. Предложены способы 

улучшения степени согласованности матриц парных сравнений, обеспечиваю-

щие достоверный выбор. 
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Для решения задачи выбора наилучшей альтернативы из представлен-

ного множества объектов по совокупности многих критериев используют ме-

тод трехуровневой иерархии: «альтернативы – критерии – цель выбора» [1]. 

Наиболее важным ингредиентом теории выбора являются процедуры парных 

сравнений на нижнем уровне иерархии (уровне альтернатив) и вышестоящим 

среднем уровне критериев. 

При проведении парных сравнений получаются отношения ij
j

i a


 (i,j 

= 1, n ), выражающее предпочтения i-того элемента над j-ым по какому-либо 

критерию или по степени достижения цели выбора. В результате образуется 

обратно симметричная матрица A = [ ija ], обладающая следующими свойст-

вами:  

1) если a ij = , то a ji = 
1 , 0 ; 2) если ji   , то a ij = a ji = 1. 
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Матрица А считается согласованной, т.е. удовлетворяет требованию транзи-

тивности предпочтений, если выполняется соотношение: 

 a ij *a ik =
k

i

k

j

j

i












* =a ik                                                                                      (1) 

Нетранзитивность предпочтений на практике является, как отмечается в [1], 

следствием естественной субъективности суждений, а не результатом оши-

бок и заблуждений. Для согласованной матрицы А размерности nn собст-

венное значение n  и удовлетворяется условие: А  *n , где 

),..,,..,,( 21 ni   - собственный вектор (приоритетов). 

На практике при проведении парных сравнений вследствие неполноты зна-

ний ЛПР, нечеткости представления информации, недостаточной степени 

уверенности ЛПР субъективные суждения нарушают условие (1), матрица А 

возмущается и принимает вид 'A  так, что 

                                          ,max

' xxA                                                                      (2)   

где x  - вектор приоритетов матрицы субъективных суждений 'A ; m ax  - мак- 

симальное собственное значение матрицы 'A . По мере улучшения оценок 

a ij 
j

i


 собственное значение max  n  , а матрица 'A принимает согласо-

ванную форму А. 

 Мерой согласованности матрицы субъективных суждений 'A  считают 

величину 

         ИС=
1

max





n

n
,n3                                                                                            (3) 

Для проведения парных сравнений и составления матрицы А исполь-

зуют шкалу отношений Вебера «1-9». При ее использовании величина a ij  

может принимать значения в диапазоне от 
9

1  до 9 (a ij  0) [1]. Средний слу-

чайный индекс согласованности СИС обратно симметричной матрицы по-

рядка nn, сгенерированной случайным образом по шкале «1-9», может при-

нимать значения, приведенные в таблице 1: 
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 Таблица 1 

N 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

СИ

С 

0,5

8 

0,9

0 

1,1

2 

1,2

4 

1,3

2 

1,4

1 

1,4

5 

1,4

9 

1,5

1 

1,5

4 

 

 Отношение ОС=
СИС

ИС  называют средним отношением согласованно-

сти. Принято считать, что качество суждений в матрице А приемлемо, если 

ОС10% [1]. 

Известны несколько методов повышения согласованности матриц пар-

ных сравнений: 1) путем структурной декомпозиции исходной матрицы на 

подматрицы меньшей размерности с выделением и коррекцией тех из них, 

для которых ОС10% [3]; 2) путем дискретной минимизации отношения не-

согласованности данных [3]; 3) путем применения итерационной процедуры  

до получения стабильного вектора приоритетов [2]; 4) путем усреднения ло-

гарифмов оценок до получения сверхтранзитивной матрицы с отношением 

ОС = 0% [2]. С вычислительной точки зрения последняя процедура представ-

ления наиболее эффективной. 

Для получения сверхтранзитивной матрицы А элементы исходной мат-

рицы 'A  логарифмируются так, что образуют матрицу ijdD  , где ijsij ad log . 

Ясно, что jiij dd  , а формула (1) принимает аддитивный вид: ikjkij ddd  . 

Для каждого Al строят матрицу l

ij

l dD  , полагая ljilij ddd  . Полученное 

множество N матриц суммируют и усредняют: 



N

l

lD
N

D
1

1
, где ijdD  . Пу-

тем обратного преобразования находят сверхтранзитивную матрицу ijA  , 

где   

                                                 ijd

ij Sa 
  
                                                                 (4)                                                                                                                   

                                           
 

Для вычисления вектора приоритетов X  и собственного числа max  матрицы 

парных сравнений А можно использовать точные, но весьма громоздкие, и 
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более простые приближенные методы [4,5]. Наиболее эффективный из при-

ближенных методов заключается в следующем. 

Определяется произведение элементов k-той строки матрицы А: b 



n

j

kjk a
1

. 

Искомый вектор приоритетов X определяется по формуле: 

                                     





n

i

n
i

n
k

k

b

b
x

1

                                                                 (5) 

Путем умножения матрицы А справа на полученную оценку вектора приори-

тетов X  находят новый вектор Y : 
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                                          (6) 

Приближенное максимальное собственное значение 

   



n

i i

i

x
y

n 1

max

1


                                                                    (7)
 

Общая процедура выбора наилучшей альтернативы из предложенного 

множества в случае трехуровневой иерархии состоит из следующих шагов: 

1.Определяется цель выбора. 2. Формируется список из n  критериев, ото-

бражающих совокупность предпочтений ЛПР при выборе на втором (сред-

нем) уровне иерархии. 3. Определяется список из m альтернатив, предъяв-

ленных для выбора на нижнем уровне иерархии. 4. Путем попарного сравне-

ния критериев ЛПР субъективно оценивает по шкале «1-9» степень достиже-

ния цели и формирует матрицу А размерности nn . 5. По формулам (5)-(7) 

определяется вектор приоритетов X  и число maxX ; по формуле (3) и таблице 1 

устанавливается оценка согласованности ОС матрицы А. 6. По каждому кри-

терию ЛПР попарно сравнивает все предъявленные ему альтернативы и фор-

мирует n матриц iA  размерности mm , отображающих субъективные сужде-

ния ЛПР по шкале «1-9». 7. Для каждой из n полученных матриц iA  рассчи-
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тываются по (3), (5)-(7) векторы локальных приоритетов ),...,,( )()(

2

)(

1

)( i

m

iii

xxxX   и 

оценки согласованности ОС ),1( mii  . 8. Образуют обобщенную матрицу 

X размерности nm   из совокупности векторов локальных приоритетов 

),1(
)(

niX
i

 . 9. Умножением матрицы X на вектор локальных приоритетов 

X  второго (критериального) уровня иерархии, получают вектор глобальных 

приоритетов Z : 
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                                                  (8) 

10. Выполнив операцию ),..,,..,,max( 21max mj zzzzZ  , выбирают j-тую альтерна- 

тиву, наилучшим образом удовлетворяющую ЛПР по совокупности его  

предпочтений. Элементы вектора глобальных приоритетов Z  можно ранжи-

ровать по величине, т.е. построить целочисленный вектор 

                                  
















),..,,..,,(

),..,,..,,(

21

21

mj

mj

zzzzZ

rrrrR
                                                      (9) 

элементы которого ассоциированы с оценками вектора глобальных приори-

тетов так, что для ),1(max mjZZ j   ранг mrj  , т.е. наивысший, а для 

),1(min mkZZk   ранг mrk  , т.е. наинизший. Достаточно очевидно, что ранго-

вое упорядочивание элементов Z  позволяет ЛПР судить об эффективности 

достижения поставленной цели альтернативами, участвующими в процедуре 

выбора. 

При осуществлении выбора на несогласованных матрицах суждений 'A  

и ),1(' niAi   вектор глобальных приоритетов 'Z , будет, очевидно, отличаться 

от вектора Z  (8), полученного на согласованных матрицах A  и iA . Кроме то-

го, может измениться и вектор рангов R  (9). Вследствие этого, ЛПР может 

справедливо выразить недоверие к результатам выбора. Качество и досто-

верность выбора зависят от величины ошибок оценок 
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   ),..,,..,,( 21

'

mj zzzzZZZ                                  (10) 

и устойчивости (неизменности) векторов рангов R . Если по мере согласова-

ния матриц суждений ошибки 0 jz , а вектор рангов R  стабилизируется 

(особенно, компонента с наивысшим рангом), то качество выбора можно 

считать высоким и довериться его результатам. 

Рассматриваемая задача не может быть решена в общем виде и имеет 

многофакторный характер. Исследование можно провести путем численного 

моделирования на ПК для ограниченного числа учитываемых, но наиболее 

значимых факторов. Наибольший интерес для анализа представляет случай 

слабо различимых альтернатив, когда компоненты вектора Z отличаются на  

величину, сравнимую с ошибками вычислений. 

В процессе моделирования выполнены следующие эксперименты: 1) 

матрицы A  и iA  сверхтранзитивны; 2) матрицы A  и iA  согласованы до при-

емлемого уровня ),1%(10 niОС  ; 3) матрица A  согласована плохо ( %10ОС ), 

а матрицы iA  сверхтранзитивны; 4) матрица А сверхтранзитивна, а все мат-

рицы iA  согласованы плохо ( %10ОС ); 5) матрицы A  и ),1( niAi   согласова-

ны плохо. 

Для проведения экспериментов принято n=8 и m=6. Результаты чис-

ленного моделирования приведены в таблице 2. 

Таблица 2 

N 

экспе-

рим. 

Парамет-

ры реше-

ния 

Полученные векторы ZRZ ,,  

I 

ОС 
ОС=0%, ОС 1 =0%, ОС 2 =0%, ОС 3 =0%, ОС 4 =0%, 

ОС 5 =0%, ОС 6 =0% 

J 1 2 3 4 5 6 

z  
0,163

7 

0,166

6 

0,169

6 

0,170

5 

0,162

9 

0,166

6 

r  5 4 2 1 6 3 

z  0 0 0 0 0 0 

II ОС ОС=10%, ОС 1 =10%, ОС 2 =10%, ОС 3 =10%, 
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ОС 4 =10%, ОС 5 =10%, ОС 6 =10% 

J 1 2 3 4 5 6 

z  
0,163

8 

0,166

7 

0,169

7 

0,170

7 

0,163

0 

0,166

7 

r  5 4 2 1 6 3 

z  
0,000

1 

0,000

1 

0,000

1 

0,000

1 

0,000

1 

0,000

1 

III 

ОС 
ОС=50%, ОС 1 =0%, ОС 2 =0%, ОС 3 =0%, ОС 4 =0%, 

ОС 5 =0%, ОС 6 =0% 

J 1 2 3 4 5 6 

z  
0,163

1 

0,168

9 

0,173

1 

0,170

5 

0,159

9 

0,164

4 

r  5 3 1 2 6 4 

z  
0,000

6 

0,002

3 

0,003

4 

0,000

0 

0,002

9 

0,002

2 

IV 

ОС 
ОС=0%, ОС 1 =50%, ОС 2 =50%, ОС 3 =50%, ОС 4 =50%, 

ОС 5 =50%, ОС 6 =50% 

J 1 2 3 4 5 6 

z  
0,163

6 

0,172

4 

0,177

8 

0,171

5 

0,158

1 

0,163

2 

r  4 2 1 3 6 5 

z  
0,002

4 

0,005

8 

0,008

2 

0,001

2 

0,007

0 

0,005

6 

V 

ОС 
ОС=50%, ОС 1 =50%, ОС 2 =50%, ОС 3 =50%, 

ОС 4 =50%, ОС 5 =50%, ОС 6 =50% 

J 1 2 3 4 5 6 

z  
0,162

5 

0,171

3 

0,176

7 

0,170

4 

0,157

0 

0,162

1 

r  4 2 1 3 6 5 

z  
0,001

3 

0,004

7 

0,007

1 

0,000

1 

0,005

9 

0,004

5 

 

Выводы: 

 1. Результаты выбора альтернатив по методу трехуровневой иерархии 

существенно зависят от степени согласованности матриц попарных сравне-

ний. В случае слабо различимых альтернатив возможны отклонения рангов 

оценок относительно достоверных результатов. 

  2. Для хорошо согласованных матриц ( %10ОС ) результаты выбора 

можно считать практически достоверными. 
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